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2 平稳分布

6.4.2 { X  , }j j Sπ ∈称概率分布 是齐次马氏链定义

平稳分布

的

一个 ，如果有

,j i ij
i S

p j Sπ π
∈

= ∈∑

π π
或矩阵形式为

＝ Ｐ

1 2={ , , }, ( ) Xijpπ π π =PL其中 为 的转移概率矩阵。
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{ X  , }j j Sπ ∈若概率分布 是马氏显然 平稳链 的 分布

则也有

( ) , , 1, 2,
ij

n
j i

i S

j S npπ π
∈

∈ ==∑ L

nπ π

或矩阵形式为

＝ Ｐ
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{ , 0,1, 2, }nX n = L定理6.4.3 设 { , }i i Sπ ∈ 是齐次马氏链

的一个平稳分布，如果取{ , }i i Sπ ∈ 为{ , 0,1, 2, }nX n = L

的初始分布，即 0( ) , ,iP X i i Sπ= = ∈

(1) 则对任意的正整数n，都有

( ) , ,n iP X i i Sπ= = ∈

0 0(1) ( ) ( ) ( )n n
k S

P X i P X k P X i X k
∈

= = = = =∑证 ： 明

( )n
k ki

k S
pπ

∈

=∑ i i Sπ= ∈
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(2)并且对任意的正整数n，m,以及

1 1 20 , , , ,n nt t i i i S∀ ≤ < < ∀ ∈L L和 有

1 2

1 2

1 2

1 2

( , , , )

( , , , )
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n

t m t m t m n

t t t n

P X i X i X i

P X i X i X i
+ + += = =
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L

L

1 21 2(2) ( , , , )
nt m t m t m nP X i X i X i+ + += = =L 证明

0

1 210 0 2(( , , , , ))
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mP X i X i XX i i

∈
+ + +== = = =LU
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定理说明：若马氏链存在平稳分布,则以平稳分布作为

初始分布,就有以下结论：

（1）马氏链的绝对分布是确定的,保持不变.
（2）该马氏链是一个严平稳时间序列.
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思考：一个重要的问题:

齐次马尔可夫链是否存在平稳分布?

如果存在,  是否唯一?
如何计算?

按照以下情况分别讨论

不可约的遍历链

不可约的正常返的马氏链

一般的齐次马氏链
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齐次马尔可夫链是不可约的遍历链

X= X

π
µ

=

= ∈

{ , 0,1, }
1{ , }.

L设 是 ，则 存在

唯一的极限分

不可约的遍历链

布

n

j
jj

X n

j S

且此时的极限分布就是平稳分布.

平稳分布可通过求解下列方程组得到

,j k kj
k S

k
k S

p j Sπ π

π
∈

∈

⎧ = ∈
⎪
⎨
⎪
⎩

∑
∑ ＝１
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例 1 设状态空间为S={0,1,2,}的马尔可夫链,  其一步
转移概率矩阵为

0.5 0.4 0.1
0.3 0.4 0.3
0.2 0.3 0.5

P
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠

试分析它的极限分布，平稳分布是否存在？
并计算
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解 易知此链为不可约遍历链. 

故极限分布存在，平稳分布存在唯一，且
平稳分布就是其极限分布。

0 1 2 1
π π
π π π

⎧
⎨ + + =⎩

＝ Ｐ ⇒ 1
23
62

π =
0

21
62

π = 2
18
62

π =

0 1 2
21 23 18=( , , ) ( , , )
62 62 62

π π π π⇒ =
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例2 设齐次马尔可夫链的状态空间S={0,1,2,3,4},其
一步转移概率矩阵为

1 2 0 0 0
3 3
1 20 0 0
3 3

1 20 0 0
3 3

1 20 0 0
3 3

1 20 0 0
3 3

P

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

分析平稳分布存在？并计算
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解 易知是不可约链,且为遍历链.  
故其平稳分布存在且唯一.

⇒
0 1 2 3 4 1
π π
π π π π π
⎧
⎨ + + + + =⎩

＝ Ｐ

0
1
31

π = 1
2
31

π = 2
4
31

π =
3

8
31

π =
4

16
31

π =

8 161 2 4
31 31 31 31 31π={ }， ，，平稳分布为
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齐次马尔可夫链是不可约的正常返链

= ={ , 0,1, }L 不可约齐次马氏链是nX X n定理6 .4.4 设

其状态空间 中的每个状 正常态都是 返状态.S

X π
µ

= ∈
1{ , }.则 有唯一的平稳分布： j

jj

j S

平稳分布通过求解方程组

,j k kj
k S

k
k S

p j Sπ π

π
∈

∈

⎧ = ∈
⎪
⎨
⎪
⎩

∑
∑ ＝１
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, } ,j j i ij
i S

j S p j Sπ π π
∈

∈ = ∈∑1） 先证 满足方程组{

( 1) ( ) ( )

1 1 1

C-K
1 1 1( ) ( )

n n n
m m m

ij ik kj ik kj
m m k S k S m

p p p p p
n n n

+

= = ∈ ∈ =

= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑

对任意正整数n,由 方程,有

( )

S 1 S

1liminf
n

m
j ik kj k kjnk m k

p p p
n

π π
→∞

∈ = ∈

→∞

≥ =∑ ∑ ∑

令n ,由法都引 引理6.4.理 及

）

1以

（
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而上式对一切 S等号成立.∈j

S

π π
∈

= ∈∑j k kj
k

p j S因此对于一切j成立有
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, } 1.j j
j S

j Sπ π
∈

∈ =∑2） 再证 满足{

S
j k kj

k

pπ π
∈
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S
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SS S
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i
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( ) ( )

S S S
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∈ ∈
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一般齐次马尔可夫链X

定理6.4.5 0 1X S D C C= U U UL设 的状态空间 其中D是

非常返状态集，C0是零常返状态集， =( 1, 2, )LmC m

是正常返状态的不可约闭集， ≥
=

1U记 ，则kk
H C

1 X H=
2 X

3 X

Φ（） 不存在平稳分布的充要条件是

（ ） 存在唯一平稳分布的重要条件是只有一个

    正常返的不可约闭集。

（ ） 存在无穷多个平稳分布充要条件是至少存在

    两个以上正常返的不可约闭集。
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例3 设有状态空间S={0,1,2,3,4,5,6}的齐次马尔可夫链
其一步转移概率矩阵为

0.5 0.5 0 0 0 0 0
0 2 / 3 1 / 3 0 0 0 0

1 / 3 0 2 / 3 0 0 0 0
0 0 0 0.5 0.5 0 0
0 0 0 0.5 0.5 0 0
0 0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1
7 7 7 7 7 7 7

P

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

(1)试对S进行分类，并说明各状态类型

(2) 求平稳分布，其平稳分布是否唯一？为什么？

(3) 求 2 2( 1 0), ( 2 0)n n n nP X X P X X+ += = = =
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1
2

1
7

1
3

1
2

1
7

1
2

1
2

2
3

1

2

5

0 1

6

3 41
3

2
3

1
2

(1)  
1 2 3S D C C C+ + += ∪ ∪ ∪

{6} {0,1,2} {3,4} {5}= ∪ ∪ ∪

(2) 由(1)知,该链有三个不同的正常返不可约闭集
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所以平稳分布不唯一

三个闭集对应的转移概率矩阵分别为
1 1

2 2

2 1
3 31

1 2
3 3

0
0

0
P

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠

1 1
2 2

2 1 1
2 2

P
⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

( )3 1P =

解方程组
(1) (1)

1
(1) (1) (1)
1 2 3 1
π π

π π π
⎧
⎨

+ + =⎩

＝ Ｐ
(2) (2)

2
(2) (2)
1 2 1
π π
π π
⎧
⎨

+ =⎩

＝ Ｐ
(3) (3)

3
(3)
1 1

π π
π

⎧
⎨

=⎩

＝ Ｐ

(1) 3 32
8 8 8π { , , }= (2) 1 1

2 2π { , }= (3)π {1}=

1 1 1 2 2
2

2 3 3
8 8 2 38π { ,, ,, }, 0,λ λ λ λ λ λ=平稳分布为

1 2 3 1 2 31 0λ λ λ λ λ λ+ + = ≥， ， ，
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(2)
2 01( 1 0(3) )n nP X X p+ = = =

1 1 1 2 7
2 2 2 3 12

= × + × =

(2)
2 02( 2 0)n nP X X p+ = = =

1 1 1
2 3 6

= × =
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作业:   2, 4, 8, 9, 11,(2)(4) ,12, 
13,(1)(4), 19.     


